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RESUMO

Grafos E'/Owu sdo digrafos aciclicos onde os vértices possuem rotulagdes E ou Ou. Esses rétulos
determinam se a dependéncia de um vértice em relagdo a seus vizinhos de saida serd conjuntiva
ou disjuntiva. Através destes grafos é possivel representar as possiveis formas de se decompor um
problema, gerar padrdes de cortes em placas, representar redes de atividades, modelar férmulas
booleanas, além de definir uma familia de hipergrafos denominada F-grafos. Embora esses grafos
possuam uma grande aplicabilidade, tém sido pouco utilizados, principalmente em textos em por-
tugués. Sendo assim, neste trabalho temos como objetivo revisitar essa estrutura destacando suas
caracteristicas e exemplos de aplicacdes, além de mostrar que a utilizacdo desses grafos muitas
vezes torna mais simples a compreensdo de diversos problemas.

Palavras-chave: Grafos £/Ou. Decomposigéo de Problemas. Hipergrafos. Teoria de Grafos.

ABSTRACT

And/Or Graphs are acyclic digraphs where the vertices have labels And or Or. These labels
determine whether dependence of a vertex with respect to its out-neighbors is disjunctive or con-
junctive. Through these graphs we can represent possible ways to decompose a problem, generate
cutting patterns in plates, represent activity networks, model boolean formulas, and define a fa-
mily of hypergraphs called F-graphs. Although these graphs have a wide applicability, they have
been little used, especially in Portuguese texts. Thus, in this work, we aim to revisit this structure,
highlighting their characteristics and examples of applications, besides showing that the use of
such graphs helps to understand several problems.
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1 Introducao

Um grafo E/Ou é um digrafo G, tal que todo vértice v € V(G) possui um rétulo f(v) €
{E,Ou}. Neste grafo, as arestas representam relagdes de dependéncia entre os vértices:
vértices do tipo F dependem estritamente de todos os seus vizinhos de saida (dependéncia
conjuntiva), enquanto vértices do tipo Ou dependem apenas de um dos seus vizinhos de
saida (dependéncia optativa ou disjuntiva).

Grafos £//Ou vém sendo utilizados em Inteligéncia Artificial desde o inicio da
década de 1970, para decomposicdo de problemas [Nilsson (1971)]. Desde entdo, ao
longo do tempo, novas aplicacdes para estes grafos vém surgindo, como em: versiona-
mento de software em engenharia de software [Corandi (1998)], geracdo de padroes de
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cortes em placas em pesquisa operacional [Morabito (2007)], representagdo de hipergrafos
em teoria dos grafos [Gallo (1993)] e representacdo de game trees em teoria dos jogos
[Kumar (1984)], entre outras.

Na representacdo de grafos E/Ou, os vértices do tipo E sdo ilustrados com um
arco entre suas arestas de saida. A Figura 1 ilustra um grafo £/Ou, onde s é um vértice
do tipo E e t um vértice do tipo Ou. Na literatura, também sao encontradas defini¢cdes de
grafos F//Ou onde os rétulos { £/, Ou} se encontram nas arestas [Gallo (1993)].

Figura 1. Exemplo de Grafo £/Ou.

2 Decomposicao de Problemas

Decomposi¢ao de Problemas (problem reduction) é uma estratégia utilizada para solugcdes
de problemas complexos, que consiste em decompor problemas em subproblemas com
complexidade menor que a do original. A idéia desta estratégia € seguir esta decomposicao
recursivamente, até alcancar um conjunto de problemas de soluc¢ao imediata, de forma que
a solucdo desses problemas gere uma solucao para o problema original.

Em Inteligéncia Artificial, grafos F'/Ou sdo amplamente utilizados para represen-
tacdo de todas as possiveis decomposi¢des de um problema, ou seja, para representar o
espaco de busca de decomposicao de um problema [Nilsson (1971)]. Nesta estratégia,
uma solucdo para o problema original pode ser encontrada a partir de buscas no espago das
possiveis decomposi¢des para o problema. Esse espaco de busca é geralmente represen-
tado graficamente por um grafo £/Ou. Neste grafo, os vértices contém a descri¢do dos
problemas (subproblemas) e as arestas indicam como os problemas sdo decompostos. O
vértice fonte s representa o problema original, os sumidouros subproblemas triviais, € 0s
vértices intermedidrios subproblemas nao triviais. Os vértices do tipo Ou indicam que os
vizinhos de saida sdo subproblemas optativos, enquanto os vértices do tipo F indicam que
os vizinhos de saida sdo subproblemas conjuntivos.

A seguir, serd apresentado o problema de multiplicacdo de cadeias de matrizes e a
representagdo do seu espaco de busca como grafo £/Ou.

Problema: MULTIPLICACAO DE CADEIAS DE MATRIZES

Instancia: Uma cadeia de n matrizes (M1, Mo, ..., M), onde n > 2 e M; possui r; linhas e 7; 1
colunas, 1 <7 <mn.
Questdo: Determinar a ordem em que My, ..., M), devem ser multiplicadas, produzindo a matriz M; ,,,

de modo a minimizar o nimero de operacdes, considerando que o produto de uma matriz p X g por outra
matriz g x r requer O(pgr) operagoes.

Exemploz Seja M174 = Ml[l(), 20] X M2 [20, 50] X M3[50, 1] X M4[1, 100]
A obtencdo de M 4 pela multiplicacdo M; x (M, x (M3 x M,)) requer 125.000
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operagdes. Ja a parentizacdo (M7 x (Msy x Ms)) x My, que é 6tima, requer apenas 2.200
operagoes.

2.1 Representacio do problema utilizando grafos E/Ou

Considere M; ; = (M; x ... x M;). O problema de multiplica¢do de cadeias de matrizes
pode ser modelado como uma arvore £//Ou da seguinte forma:

M; ; serd um n6 Ou com (j — ¢) filhos, onde cada filho £ (¢ < k& < j — 1) serd
um né E representando a multiplicagdo (M; X My, ;). Cada um destes nds £ possui
dois filhos, representando, respectivamente, M; . € M ;, onde M;; equivale a M;. A
constru¢do da arvore segue recursivamente até que cada folha represente exatamente uma
matriz da instancia original do problema ou a multiplicacdo de duas dessas matrizes. A
Figura 2 ilustra a representagdo das possiveis solu¢des para a matriz M 4, exemplificada
acima.

M4

(M1 x M2 x Ms x M)

Mo x Mo A}( - \ —

(M1)(M: x Ms x Ms) (M1x M2)(Ms x Ms) (M1 x M2 x Ms)(Ms)
Me,4 M Mi3
M (M2 x Ms x M4 (M1 x M) (Ms x Mas) (M1 x M2 x Ms M
Mz x M3.4/ \ Mz,3 x M. M1 x M2.3/ \ M1.2 x M
(M2)(Ms x Ma) (M2 x Ms)(Ma) (M1)(M: x Ms) (M: x M2)(Ms)
M: || (Ms x Ma)| |(M2 x Ms) M M || (M2 x Ms)| |(M: x M2)|| Ms

Figura 2. Arvore E/Ou para multiplicagido de cadeias de matrizes.

3 Geracao de Padroes de Cortes Bidimensionais em Placas

Na drea de Pesquisa Operacional, grafos £'/Ou sdo utilizados para auxiliar na tomada de
decisdes e na andlise de sistemas complexos do mundo real, tipicamente com o objetivo de
melhorar ou otimizar a sua performance. Uma das aplica¢des de grafos £'/Ou em Pesquisa
Operacional € a sua utilizacdo na geracao de padrdes de cortes bidimensionais em placas.

Este problema, que é NP-Dificil [Morabito (2007)], aparece em diversos processos
industriais, tais como: corte de bobinas de papel e aluminio, barras de ago, chapas metalicas
e de madeira, placas de circuito impresso, caixas de papeldo, rolos de tecido, entre outros.
A seguir, uma descricao do problema de geracdo de padrdes de cortes guilhotinados em
placas € apresentada.

O modo como as pecas sdo arranjadas na placa é chamado padrdo de corte.

A Figura 3 ilustra dois exemplos de padrdes de corte.
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(a)

D Peca obtida por um padrao de corte
|:| Perda de material da placa

Figura 3. llustracoes de padroes de cortes.

Problema: GERACAO DE PADROES DE CORTES BIDIMENSIONAIS EM PLACAS

Insténcia: Uma placa retangular P de dimensdes (L, W), onde L é o comprimento e W a largura; um
conjunto de m pegas retangulares p; de dimensdes ({;, w;), taisque l; < Lew; < W,1 <i<m;e
um valor utilidade v; associado a cada pecga p;.

Questao: Encontrar um padrio de corte da placa P que produza um conjunto de pecas que maximize
o valor de utilidade total, ou seja, maximize o somatdrio dos valores utilidade v; das pecas obtidas pelo
corte. (Se o valor utilidade v; for a drea da peca p;, entdo o objetivo € equivalente a minimizar a perda
de material da pega P.)

Dada uma placa P, uma drvore £//Ou T pode ser definida para representar todos os
possiveis padroes de corte de P. Os vértices do tipo Ou representam partes da placa, e 0s
vértices do tipo E possiveis cortes na placa. Nesta representacdo, cada filho de um vértice
v do tipo Ou €é um vértice do tipo F, que representa uma possivel alternativa de corte na
placa representada por v, e cada vértice u do tipo E possui dois filhos (placas obtidas apds
o corte representado por u). A raiz da arvore é um vértice do tipo Ou que representa a
placa P.

Na drvore 7" assim obtida, a busca por um padrao de corte pode ser feita examinando-
se todas as possiveis alternativas de cortes a partir de um né Ou e, para cada vértice F, as
pecas obtidas apds o corte.

A partir desta representacio por grafos F/Ou, algoritmos de busca e programagao
dindmica podem ser aplicados para encontrar uma solugcdo 6tima. Em 2006, Arenales
[Arenales (2006)] propds uma abordagem utilizando grafos £'/Ou para geracao de padrdes
de corte em placas defeituosas. Em seguida, em 2007, Morabito [Morabito (2007)] desen-
volveu um método para geracdo de padrdes de cortes restritos utilizando esses grafos.

Nesta representacdo, um padrao de corte pode ser obtido a partir de uma subérvore
(subdrvore-solu¢do) com a mesma raiz de 7', onde cada vértice Ou desta subdrvore possui
um filho (corte escolhido) e cada vértice E possui 2 filhos (placas obtidas apds o corte),
sendo que as pecas deste padrao de corte sao as folhas dessa subarvore-solucao.

A Figura 4 ilustra em (a) uma placa P, em (b) um conjunto de m pegas que pode
ser obtido a partir de P, e em (c¢) um possivel padrao de corte para P.

e o EEEE
TR o v

Figura 4. (a) Placa P. (b) Conjunto das m pegas. (c) Padrao de corte de P.
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A Figura 5 ilustra uma arvore £//Ou T que modela possiveis cortes na placa P,
onde as folhas sdo possiveis pecas obtidas pelos cortes. Nesta drvore, os vértices do tipo
Owu indicam que cada filho é um possivel corte e os vértices F indicam que seus filhos s@o
placas obtidas a partir de um corte. As arestas em destaque formam a subdrvore-solucao
do padréo de corte representado na Figura 4 (c).

ETE
ER EH

6

Figura 5. Arvore E/Ou de padrdes de corte da Figura 4.

Muitos trabalhos limitam seus estudos a padrdes guilhotinados, isto €, padrdes
obtidos por uma sequéncia de cortes em placas retangulares que produzem sempre dois
novos retangulos. Alguns trabalhos adicionam ainda uma restricao para 0 nimero miximo
de vezes que um tipo de peca podera ser cortado a partir de uma chapa. A existéncia
de possiveis defeitos nas placas também € considerada por alguns autores. Para mais
informacdes sobre o problema, as referéncias [Morabito (2007), Arenales (2006)] podem
ser consultadas.

4 Redes de Atividades

Grafos E/Ou também sdo muito utilizados na drea de Engenharia de Software. Em 1998,
Corandi e Westlechtel [Corandi (1998)] apresentaram um modelo para configurar e admi-
nistrar versoes de software, que se baseia nestes grafos. Uma outra aplicacao desses grafos
nesta area € a sua utiliza¢do na representacao de redes de atividades.

Redes de Atividades sdo basicamente um conjunto de atividades e de relagdes de
dependéncia entre elas, onde a execucdo de uma atividade pode ser iniciada somente apds
a execugao de um subconjunto de atividades da qual esta depende. Redes de atividades sao
muito utilizadas para modelar projetos de software, onde, a partir dessa rede, analisa-se a
melhor forma de concluir o projeto.

Em uma rede de atividades, para cada atividade p;, existe um subconjunto de ativi-
dades O;, formado pela unido de r; subconjuntos nao necessariamente disjuntos (O; =
O} U O? U ... U 0}, de forma que a atividade p; pode ser executada somente apds a
execucgao de todas as atividades de pelo menos um subconjunto Of, 1<k<r,.

A Tabela 1 exemplifica uma rede de atividades.
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4.1 Representaciao de Redes de Atividades como grafos E/Ou.
Uma rede de atividades pode ser representada como um grafo F'/Ou da seguinte forma:

e (Cada atividade p; € representada por um vértice.

e Se r; = 1, entdo o vértice p; € rotulado como £ e uma aresta (p;, p;) € criada para
toda atividade p; € O;.

e Ser; # 1€ |OF| =1paratodo 1 < k < r;, entdo o vértice p; é rotulado como Ou
e uma aresta (p;, p;) € criada para toda atividade p; € O;.

e Ser; # 1e|OF| # 1paraalgum 1 < k < 7, 0 vértice p; é rotulado como Ou e,
para todo subconjunto Of (1 < k <ry), cria-se um vértice auxiliar pf do tipo F e
uma aresta (p;, p), e cria-se uma aresta (p¥, p;) para toda atividade p; € OF.

Atividade O; Depedéncia
p1 {p2,p3,p4,p5} | {p2,p3} ou{ps,pa} ou{ps,ps}
P2 {ps} {ps}
P3 {pe, p7, s} {ps, p7,ps}
J2 {ps, p7, s} {ps} ou {p7} ou {ps}
D5 {ps} {ps}
D6 {} Nenhuma
p7 {} Nenhuma
P8 {} Nenhuma

Tabela 1. Descri¢cao de uma rede de atividades.

A Figura 6 ilustra a representacdo da rede de atividades correspondente as ativi-
dades e relacdes de depéndencia da Tabela 1.

Figura 6. Representacao da rede de atividades da Tabela 1.

4.2 Escalonamento de grafos E/Ou

A interpretagdo de grafos F/Ou como redes de atividades muitas vezes possibilita uma
melhor compreensao de diversos problemas relativos a esses grafos. Um exemplo de pro-
blema onde a interpretagdo como redes de atividades se torna apropriada é o problema de
escalonamento de grafos F/Ou.

Problema: ESCALONAMENTO DE GRAFOS E/Ou

Instancia: Um grafo £/Ou conexo e ponderado G com um vértice fonte s € V(G), onde cada aresta
tem um peso 7(e) € ZT.

Questdo: Encontrar o menor valor t(v;), V v; € V(G), satisfazendo as seguintes condigdes:

) = 0 se v; for sumidouro,

) > max {t(vi) +7(vj,v;)} se f(v;) = E,
v; €0(vy)

)

)

‘ Z mglolg;?){t(vl) + T(’Uj’vi)} se f(vj) - O’U,7
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O problema de escalonamento de grafos £//Ou pode ser facilmente interpretado
como uma rede de atividades, onde as arestas (u,v), para u,v € V(G), representam o
tempo necessdrio para que a atividade u seja informada do término da execucdo da ativi-
dade v. O objetivo do problema é encontrar o menor instante de tempo em que cada
atividade pode iniciar sua execug¢ao.

Na década de 90, Dinic, ao estudar o problema de escalonamento de grafos F/Ou,
exibiu um algoritmo de tempo polinomial para soluciona-lo. Posteriormente, seus resul-
tados foram melhorados, sendo o mais recente um algoritmo de complexidade O(nm)
proposto por Velsky em 2002 [Adelson-Velsky (2002)], para grafos £/Ou possivelmente
ciclicos. Em 2010, Souza [Souza (2010)] desenvolveu um algoritmo de complexidade
O(m) para grafos F/Ou aciclicos.

A Figura 7 ilustra um exemplo de escalonamento de um grafo F/Ou.

Figura 7. (a) Um grafo E/Ou G. (b) Grafo G escalonado.

5 Formulas Booleanas

Grafos £//Ou também podem ser utilizados na modelagem de férmulas boolenas. Es-
tas sdo basicamente um conjunto U de varidveis e um conjunto F' de operacdes (conjun-
coes/disjuncdes) entre clausulas. Cada clausula € composta por operagdes (conjungoes/dis-
jungdes) entre literais das varidveis de U.

Em um grafo £/Ou, os vértices possuem caracteristicas que se assemelham a
conjungdes e disjuncdes de uma férmula booleana. Para uma conjuncao ser satisfativel,
esta depende da satisfabilidade de todos os termos que a compdem, enquanto uma disjun¢ao
depende da satisfabilidade de pelo menos um dos termos que a compdem. Assim, conjun-
coes de clausulas podem ser facilmente modeladas por vértices F, e disjuncdes por vértices
Ou. A Figura 8 ilustra em (a) um vértice E representando a conjungdo (C1)(C5)(Cs) e em
(b) um vértice Ou representando a disjungdo (Cy) + (Cy) + (Cs).

l.b ()
© © © © © ©
(a) (b)

Figura 8. (a) Representacao de conjuncao. (b) Representacao de disjuncao.

Desta forma, a partir das caracteristicas dos vértices E/Ou, podemos construir

facilmente uma arvore £'/Ou modelando uma férmula booleana F' (ndo necessariamente
CNF).
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A construg@o de arvores £//Ou modelando formulas booleanas pode ser utilizada
por exemplo para o desenvolvimento de novos algoritmos probabilisticos para o problema
de satisfabilidade de formulas booleanas.

A Figura 9 ilustra uma drvore £//Ou construida a partir da formula F' = (zyz)(z +
y+2)+ (zyz) + ((x +y + 2)(zy2)).

Figura 9. Arvore E/Ou de uma férmula booleana.

6 Hipergrafos direcionados

Um hipergrafo direcionado H = (V, F') é uma generalizagdo de digrafos, onde V (H) =
{v1, v, ...,v,} é um conjunto de vértices e E(H) = {Fy, Es, ..., E;;,} é um conjunto de
hiperarcos. Todo hiperarco F; € E(H) é um par ordenado de subconjuntos disjuntos
de vértices (S5, T), onde S(E;) é o conjunto de saida de E; e T'(E;) o seu conjunto de
entrada. Neste trabalho, hipergrafos direcionados serdo denominados simplesmente como
hipergrafos. A Figura 10 ilustra um hipergrafo direcionado.

A dimensdo de um hipergrafo /1 ndo é medida simplesmente pelo seu nimero de
vértices |V (H)| = n e pelo seu nimero de hiperarcos |E(H)| = m. Em um hipergrafo,
a sua dimensao depende da cardinalidade de suas hiperarestas, sendo o tamanho de H
definido como o somatério da cardinalidade das hiperarestas:

tamanho(H) = Z |E;|, onde |E;| = |S(E)| + |T(E;)|
E,eE(H)

Figura 10. Exemplo de um hipergrafo direcionado.
Um B-arco (backward hyperarc) é um hiperarco FE; = (S,T) onde |T'(E;)| =
1, j& um F-arco (forward hyperarc) é um hiperarco E; = (S,T) onde |S(E;)| = 1
[Gallo (1993)].

Um B-grafo (ou B-hipergrafo) é um hipergrafo onde todos os hiperarcos sdo B-
arcos. Um F-grafo (ou F-hipergrafo) é um hipergrafo onde todos os hiperarcos sao F-
arcos.

F-grafos tém sido muito estudados no contexto de problemas de transporte urbano
[Gallo (1993)].
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6.1 Transformacao de F'-grafos em grafos £/Ou

Dado um F-grafo H, este pode ser facilmente transformado em um grafo F/Ou G equi-
valente da seguinte forma:

1. Para todo vértice v € V(H) atribua valor Ou para o rétulo f(v).
2. Para cada F-arco E;, onde T'(E;) > 2, faga:
e Criar um vértice v;, onde f(v;) = E.
e Adicionar uma aresta (u, v;), onde u € S(E;).
e Para cada vértice w; € T'(E;) adicionar uma aresta (v;, w;).
e Remover o F-arco E;.
3. Transforme todo F-arco E; = (S,T), tal que |S(E;)| = |T'(E;)| = 1, em uma
aresta e; = (u,v), onde S(F;) = {u} e T'(FE;) = {v}.

Considerando que cada operacdo de insercdo e remog¢ao de vértices e arestas € feita em
tempo constante, a transformac@o acima serd executada em tempo O(tamanho(H)).

Como podemos observar, dado o hipergrafo H, onde

V(H)| =n,|E(H)| =m e tamanho(H) = Y  |E],
E;€E(H)

H sera transformado em um grafo £/Ou G, onde
V(G| < ((V(H)| + [E(H)|) e [E(G)]| < tamanho(H).

A primeira desigualdade se deve ao fato de hiperarestas com apenas um destino ndao
adicionarem vértices na construgdo do grafo E/Ou.

A Figura 11 ilustra a transformac@o de um F'-grafo em um grafo £/Ou.

Figura 11. Transformacao de um F-grafo em um grafo £/Ouw.

6.2 Transformacao de grafos £ /Ou em F'-grafos

Conforme vimos na subsec¢do anterior, F'-grafos podem ser facilmente transformados em
grafos F//Ou. De forma semelhante, podemos transformar grafos £//Ou em F-grafos da
seguinte forma:

e Substituir as arestas de saida de todo vértice v do tipo E por um F-arco ({v}, O,).

A Figura 12 ilustra a transformagdo de um grafo F//Ou em um F-grafo.
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® 0,

Figura 12. Transformacao do grafo £/Ou em (a) para o F-grafo em (b).

N
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(a)

7 Consideracoes Finais

Grafos E/Ou sdo estruturas de dados que possibilitam a modelagem de diversos problemas
reais, de forma que solugdes para estes problemas possam ser buscadas computacional-
mente.

Neste trabalho, é apresentado algumas das aplicagdes de grafos E/Ou. Motivou-
nos o fato de apesar destes grafos possuirem varias e interessantes aplicacdes em proble-
mas naturais, nao vinham sendo muito estudados na literatura especializada. As referéncias
encontradas eram poucas e, de forma geral, pouco recentes. Sendo assim, € investigado al-
gumas destas aplicagdes, mostrando a aplicabilidade destes grafos nas mais diversas dreas,
como Inteligéncia Artificial, Pesquisa Operacional e Engenharia de Software.
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